Opcidén A

Ejercicio n® 1 de la Opcion A de Junio (modelo 2) de 2007
[2'5 puntos] Determina dos nimeros reales positivos sabiendo que su suma es 10 y que el producto de sus
cuadrados es maximo.

Solucion

Es un problema de optimizacién, sean x e y los dos nimeros
Relacién x +y = 10.
Optimizar P = x2.y?
De x +y =10, tengoy = 10 — X, luego P = x2.y? = P = x2.(10 — x )2 = x2.(100 — 20x + x2 ) = x* — 20x® + 100x>.
P(x) = x* — 20x3 + 100x2. Calculamos P’(x), resolvemos P’(x) = 0 que seran los posibles maximos o minimos
(con P”(x) veremos si es maximo o minimo).
P(x) = x* — 20x® + 100x2.
P’(x) = 4x3 — 60x? + 200x.
P'(x) = 0, da 4x3 — 60x2 + 200x = 0 = x(4x2 — 60x + 200) = 0, de donde x = 0 y 4x2 - 60x + 200 =0.
Simplificando x2 — 15x + 50 = 0. Al resolverla sale x =10y x = 5.
Los posibles maximos o minimos son 0, 5y 10.
P”(x) = 12x? — 120x + 200
Como P”(0) =200 > 0, x = 0 es un minimo relativo.
Como P”(10) = 200 > 0, x = 10 es un minimo relativo.
Como P”(5) =—100 < 0, x =5 es un maximo relativo.
Los nUmerossonx=5 e y=10-5=5,

Ejercicio n® 2 de la Opcién A de Junio (modelo 2) de 2007
Seanf:R - R y g: R - Rlas funciones definidas mediante f(x) = x3+ 3x2 y g(x) = x + 3.
(a) [1'25 puntos] Eshoza las graficas de f y de g calculando sus puntos de corte.
(b) [1'25 puntos] Calcula el area de cada uno de los recintos limitados entre las graficas de f y g.

Solucion

(a)
fx)=x3+3x%2 y g(x) =x+ 3.
g(x) = x + 3 es una recta y con dos puntos es suficiente para dibujarla
Para x = 0, g(0) = 3. Punto (0,3)
Para g(x) =0, x + 3= 0, de donde x = - 3. Punto (- 3,0)

f(x) = x3 + 3x2 es un cubica.
Cortes f(0) = 0. Punto (0,0)
Para f(x) = 0, x3 + 3x2 =0 =x2(x + 3x) , de donde x = 0 (doble) y x = - 3.. Puntos (- 3,0) y (0,0)

lim f(x) = lim (x® + 3x%)= lim (x®) = - . Es decir cuando x es muy grande negativo, f(x) es muy grande

negativo.
lim f(x) = lim (x® + 3x%)=lim (x*) = + o . Es decir cuando x es muy grande positivo, f(x) es muy grande

positivo.

Las soluciones de f'(x) = 0 son los extremos relativos.

f(x) =x3 +3x2.

f'(x) = 3x2 + 6x =0 = x(3x + 6), de donde x =0 y x =- 2 son los extremos relativos.
f'(x) =6x + 6

Como f “(0) =6 > 0, x = 0 es un minimo relativo que vale f(0) = 0.

Como f “(-2) =-6 < 0, x = -2 es un maximo relativo que vale f(-2) = 4.

Un esbozo de las graficas es (en azul la recta g(x) y en rojo la cubica f(x) )



(b)

fx)=x3+3x%2 y g(x) =x+ 3.

Para hallar el &rea encerrada entre las dos funciones tenemos que ver los puntos de corte, para lo cual
igualamos las funciones.

fx) =g(x), x3+3x2=x+3,x3+3x2-x-3=0.

Por Ruffini se ve que x = 1 es una solucion, luego x3 + 3x2-x—3=0=(x — 1)(x2 + 4x + 3).
Resolviendo x2 + 4x + 3 =0 obtenemos x =-3 yx =-1, luego fy g se cortanen -3, -1y 1.

Area = [ (1)~ g00)dx+ [ (@00 =1 (0)dx =

ZJ::(X3 +3x%-x-3 )dx+.[_ll(—x3 -3x% +x + 3)dx =
4 2 -1 4 2 L

= X_+X3—X_—3X + —X_—X3+X_+3X =
4 2 s 4 2 o

=[(U4-1-1/2+3)—(8L/4—27-9/2+9)] + [(-1/4-1+1/2 +3) = (-1/4 + 1 +1/2 - 3)] =4 + 4 = 8 u2
Ejercicio n® 3 de la Opcion A de Junio (modelo 2) de 2007

Considera la matriz A = 1- .
1 A

(@) [1 punto] Determina la matriz B = A2 — 2A
(b) [0'75 puntos] Determina los valores de A para los que la matriz B tiene inversa.
(c) [0'75 puntos] Calcula B paraA =1

Solucion

()
A= 1 -1
1 A
1 -1)(1 -1 1 -1 0 -1-A 2 -2 -2 1-A
B=A2-2A= . -2 = 2 |7 = 2
1 A1 A 1 A 1+A -1+A 2 2\ -1+A A°-2M-1

(b)

B tiene inversa si det(B) # 0

det(B) = |B| =

-2 1-A
5 =202 4+4N+2—-(1-N(-1+A)=-A2+2\ +3
-1+A A°-2A-

Resolviendo -A%2 + 2\ + 3 = 0 obtenemos A =-1 y A =3, portanto siA # -1 y A # 3 la matriz B tiene inversa.

(©)
. -2 0 . -2 0
Bl conA=1; Bl =(1/B]).Adj(BY); ConA=1, B= ; det(B)=4; B' = ;
0 -2 0 -2
. -2 0 . 1(-2 0 120
Adj(B') = ; B = (1/]B|).Adj(BY) = = =
(8" [0 _2] (1/[B]).Adi(B) 4[0 _2] [0 _1/2]

Ejercicio n® 4 de la Opcion A de Junio (modelo 2) de 2007
Considera los planos de ecuacionesx—y+z=0 y X+y-z=2.
(a) [1 punto] Determina la recta que pasa por el punto A(1,2,3) y no corta a ninguno de los planos dados.
(b) [ 1'5 puntos] Determina los puntos que equidistan de A(1,2,3) y B(2,1,0) y pertenecen a la recta
interseccion de los planos dados.



Solucién
(a)
Plano x —y + z = 0, vector normal n = (1,-1,1)
Planoy x+y-z=2,vectornormaln’ =(1,1,-1)
Como los vectores normales n y n’ no son proporcionales, los planos son secantes y se cortan en una recta
Xx-y+z=0
X+y-z=2"
Como me piden una recta que no corte a ninguno de los dos planos lo que me estan pidiendo es una recta
“s” paralela a la recta “r", luego me sirve como vector director el de la recta “r’ que es el producto vectorial
denconn’.

r de ecuacion r E{

i j k
Recta “s”, punto el A(1,2,3), vectoru=nxn’ ={1 -1 1|=i(1-1)-j(-2) +k(2) =(0,2,2)
1 1 -
x=1
La recta “s” en paramétricas es <y =2+ 2t
z=3+2t
(b)
Losplanosx—y+z=0 y x+y—2z=2,sonsecantesy yasabemos que se cortan en la recta r de

X-y+z=0

ecuacion r E{ 5 gue tenia de vector director u = n x n’ =(0,2,2).

X+y-z=
Un punto E de “r’ lo obtenemos tomando z = 0, con lo cual resolviendo el sistema de la recta “r” obtenemos
x =y =1. El punto E es E(1,10)
Ponemos la recta “r" en paramétricas para tomar un punto genérico C de la recta “r”

x=1
Recta “r" en paramétricas r =<y =1+ 2t . El punto genérico C de “r" es C(1, 1+2t, 2t).

z=2
Como dicen que los puntos A(1,2,3) y B(2,1,0) equidistan de la recta “r", equidistan de un punto genérico
suyo, el C, es decir d(A,C) = d(B,C) (las distancias son iguales)
d(A,C) = | AC| =07 +(=1+ 2t) + (=3 + 2t)°
AC =(1-1,1+2t-2, 2t —3) = (0, -1+2t, -3+2t)
d(B,C) = | BC| =/1* +(21)* +(2t)*
BC=(1-2,1+2t-1,2t-0)=(1, 2t, 2t)
Igualando tenemos \/02 +(-1+2t)* +(-3+2t)* = \/12 +(2t)? +(2t)? . Elevando al cuadrado y simplificando
obtenemos 16t = 9, de donde t = 9/16, y los puntos de la recta “r’ que equidistan de Ay B es solo uno el
C(1,1+2(9/16), 2(9/16)) = C(1, 17/8, 9/8).

Opcién B

Ejercicio n® 1 de la Opcién B de Junio (modelo 2) de 2007
[2'5 puntos] Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = 2x3 + 12x2 + ax + b. Determina a y b sabiendo que la
recta tangente a la grafica de f en su punto de inflexién es la rectay = 2x + 3.

Solucion

f(x) =2x3+ 12x2+ax + b
Los puntos de inflexién verifican f’(x) = 0
fi(x) = 6x2 +24x + a
f’(x) = 12x + 24, de ’(x) = 0 obtenemos x = - 2 que es el punto de inflexién.
La recta tangente en x =-2 es y — f(-2) = f'(-2)(x + 2)
También me dicen que la recta tangente en x =- 2 es y = 2x + 3, por tanto f'(-2) = 2.

De f'(-2) = 2, tengo 2 = 6(-2)2 + 24(-2) + a. Operando obtenemos a = 26.

De arecta tangente y — f(-2) = f'(-2)(x + 2), tenemos y = f(-2) +2(x+2) = 2x + (4 + f(-2)). Igualando esta
ecuacion con la recta tangente y = 2x + 3 tenemos: 3 = 4 + f(-2), de donde f(-2) = -1.



De f(-2) =- 1, tengo -1 = 2(-2)% + 12(-2)? + (26)(-2) + b. Operando obtenemos b = 19.

La funcion es f(x) = 2x3 + 12x2 + 26x + 19.
Ejercicio n® 2 de la Opcién B de Junio (modelo 2) de 2007
[2'5 puntos] Dada la funcién f : R — R definida por f(x) = Ln(1 + x2), halla la primitiva de f cuya gréafica pasa
por el origen de coordenadas. (Ln denota la funcién logaritmo neperiano).
Solucion

Una primitiva de f(x) es F(x) = jf(x)dx +K

| = J'f(x)dx = J'Ln(1+ x?)dx que es una integral por partes (_[udv =uv —J'vdu)
u=1Ln(1 + x?), de donde du = (2x)/(1 + x?)
dv = dx, de donde v = jdx =X

2

2X

— 2 —_
| = jLn(1+x Ydx =x.Ln(1 + x2) - IX'1+x2

dx = x.Ln(1 + x?) — 2I1.

dx =x.Ln(1 +x?) - 2j

X

1+x?
X2

1= jl—zdx, aunque sencilla es una integral racional (hay que dividir) o poner el numerador en la forma x2
+X

=x?+1-1.
_ ¢ x®2 . _¢x*+1-1_ _[diviendo por| _ 1Y
Il_jl+x2dx_.[ 1+ x? dX—{ 1 + x2 }-I(1+1+X2jdX—x—artag(x)

I =x.Ln(1 + x?) — 2l1 = x.Ln(1 + x?) — 2(x — artag(x))
F(x) = J.f(x)dx +K =x.Ln(1 + x?) — 2(x — artag(x)) + K.
Como nos dicen que la primitiva F(x) pasa por (0,0) tenemos F(0) = 0.
De F(0) = 0, tenemos 0 = 0.Ln(1 + 0) — 2(0 — artag(0)) + K =0 + K, de donde K = 0 y la primitiva pedida es
F(x) = x.Ln(1 + x2) — 2(x — artag(x))
Ejercicio n® 3 de la Opcion B de Junio (modelo 2) de 2007
110
(a) [1 punto] Calcula la matriz inversade A={0 1 1].
101

(b) [1'5 puntos] Escribe en forma matricial el siguiente sistema y resuélvelo usando la matriz A -1 hallada en
el apartado anterior.

x+y=1
y+z=-2
X+z=3
Solucion
(a)
Al = (1/]A]).Adj(A"Y
110 110 1 10 1
A:[O 1 1|;det(A)=0 1 1 =0 1 1:1‘_1 ;Izl(l+1):2
101 1 0 U3RF+2F(-1) [0 -1 1
100 1 -11 1 11
A'=|1 1 0, Adj(A)=|1 1 -1|; Al=(UA).AdjAY=(1/2)|1 1 -1
0 11 11 1 11 1
(b)
Xx+y=1 110 X 1
El sistema y +z = -2} en forma matriciales AX=B,con A=|0 1 1|, X=|y|yB=|-2
X+z=3 101 z 3
Como existe A-L, multiplicando por la izquierda A.X = B por A-L, tenemos

ALAX)=A1B



1 -1 1)(1 6 3 X
X=A1B=(/2)|1 1 -1||-2|=@Q/2)|-4|=|-2|=|y |, es decir la solucion es (x,y,z) =(3,-2,0)
11 1)13 0 0 z

Ejercicio n® 4 de la Opcion B de Junio (modelo 2) de 2007
Considera los puntos A(0,3,-1) y B(0,1,5).
(a) [1'25 puntos] Calcula los valores de x sabiendo que el triangulo ABC de vértices A, By C(x,4,3) tiene un
angulo recto en C.
(b) [1'25 puntos] Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos (0,1,5) y (3,4,3) y es paralelo a la
- . X-y+z=0
recta definida por las ecuaciones .
2x+y =3
Solucion
(a)
A(0,3,-1), B(0,1,5) y C(x,4,3)
Si el tridngulo es rectangulo en C el producto escalar CA+*CB es cero
B

C
CA=(-X, -1,-4); CB=(-X,-3,2)
CAsCB=x2+3-8=0 - x2=5, de donde x = +/5 . Hay dos soluciones para “x".
(b)

E. F

Para un plano necesito un punto E(0,1,5) y dos vectores independientes el EF = (3-0, 4-1, 3-5) = (3,3,-2) y el

- — —|

i j k
directorde larecta“r’, queesu=nxn' =1 -1 1|=i(-1)-j(-2) + k(3) =(-1,2,3)
2 1 0
Siendo n y n’ los vectores normales de cada uno de los planos que determina la recta “r”.
x-0 y-1 z5
El plano pedido es 0 =det(x —e, EF,u)=|3 3 -2|=x(9+4) — (y-1)(9-2) + (z-5)(6+3) =
-1 2 3

=13x-7y+9z-38= 0.



